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10-дәрiс. Параболалық теңдеу. Шектеулi аймақ үшiн максимум қағидасы. Параболалық

теңдеуге қойылған Коши есебi.

Дәрiстiң мақсаты – Параболалық теңдеу үшiн қойылған Коши есебiнiң шешiмiн табу

Негiзгi сұрақтар:

1. Параболалық теңдеу үшiн Коши есебiнiң шешiмi

2. Шенелген облыс үшiн максимум қағидасы

Параболалық теңдеулер (мысалы, жылуөткiзгiштiк теңдеуi) үшiн максимум қағидасы шешiмнiң ше-

карада немесе бастапқы уақытта максималды және минималды мәнге жететiнiн көрсетедi. Бұл қағида

шешiмнiң қасиеттерiн бағалауда және бiртектi емес теңдеулердi талдауда маңызды.

1 Есептiң қойылымы

Қарастырайық бiр өлшемдi бiртектi жылуөткiзгiштiк теңдеудi:

ut = α2uxx, (x, t) ∈ ΩT = (a, b)× (0, T ], (1.1)

бастапқы шарт

u(x, 0) = f(x), a ≤ x ≤ b, (1.2)

шеттiк шарттар

u(a, t) = g1(t), u(b, t) = g2(t), 0 ≤ t ≤ T. (1.3)

2 Максимум қағидасы

Теорема 2.1 (Параболалық максимум қағидасы). Егер u ∈ C2,1([a, b] × [0, T ]) теңдеуге (1.1) сәйкес

келсе, онда

max
(x,t)∈[a,b]×[0,T ]

u(x, t) = max
{

max
x∈[a,b]

u(x, 0), max
t∈[0,T ]

u(a, t), max
t∈[0,T ]

u(b, t)
}
.

Яғни, максималды мән тек шекарада немесе бастапқы уақытта пайда болады.
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3 Дәлелдеу (идея)

1. Iшкi максимум бар болсын: u(x0, t0) = M , мұндағы x0 ∈ (a, b), t0 ∈ (0, T ]. 2. Iшкi максимум нүк-

тесiнде:

ux(x0, t0) = 0, uxx(x0, t0) ≤ 0, ut(x0, t0) ≥ 0.

3. Параболалық теңдеуден (1.1):

ut(x0, t0) = α2uxx(x0, t0) ≤ 0.

4. Сонымен, ut(x0, t0) = 0 және uxx(x0, t0) = 0. 5. Бұл тұрақты емес функция үшiн мүмкiн емес. Сон-

дықтан u iшкi нүктеде максимумға жетпейдi. 6. Қорытынды: максимум тек шекарада немесе бастапқы

уақытта болады.

4 Қолданылуы

4.1 Бастапқы-шеттiк есептердi бағалау

Мысалы, егер

f(x) ≤ M0, g1(t) ≤ M1, g2(t) ≤ M2,

онда шешiм u(x, t) үшiн

u(x, t) ≤ max{M0,M1,M2}, ∀(x, t) ∈ [a, b]× [0, T ].

4.2 Физикалық интерпретация

Жылу таралу процесiнде температура ешқашан сыртқы жылу көзiнсiз iшкi нүктелерде шекарадан

жоғары мәнге жетпейдi.

5 Нәтиже

Максимум қағидасы параболалық теңдеулер үшiн шешiмнiң шекара және бастапқы шарттарға тәуелдi

екенiн дәлелдейдi, бұл шешiмнiң қасиеттерiн бағалауға мүмкiндiк бередi.
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6 Мысал: Бiр өлшемдi жылуөткiзгiштiк теңдеу

Қарастырайық бiр өлшемдi жылуөткiзгiштiк теңдеудi:

ut = uxx, 0 < x < 1, t > 0, (6.1)

бастапқы және шеттiк шарттар:

u(x, 0) = sin(πx), u(0, t) = 0, u(1, t) = 0. (6.2)

7 Шешiм

Бұл бiртектi теңдеудiң шешiмi Фурье әдiсi бойынша табылады:

u(x, t) = e−π2t sin(πx). (7.1)

8 Максимум қағидасын тексеру

• Бастапқы уақыттағы максимум:

max
0≤x≤1

u(x, 0) = max
0≤x≤1

sin(πx) = 1.

• Шекарадағы мәндер:

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, ∀t ≥ 0.

• Iшкi нүктелерде:

0 < u(x, t) = e−π2t sin(πx) ≤ 1, 0 < x < 1, t > 0.

Сондықтан, шешiмнiң максимум мәнi тек бастапқы уақытта немесе шекарада пайда болады. Бұл па-

раболалық теңдеулер үшiн максимум қағидасын растайды.

Теорема 1 (Максимум принципi)

Егер функция u(x, t) C2,1
x,t (VT ) класына жатса және VT -де бiртектi жылу өткiзгiштiк теңдеуiн қанағат-

тандырса:

ut(x, t)− a2∆xu(x, t) = 0,
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онда кез келген (x, t) ∈ VT нүктесi үшiн келесi теңсiздiк орындалады:

inf
D0∪ST

u ≤ u(x, t) ≤ sup
D0∪ST

u,

мұндағы

D0 = {(x, t) : x ∈ D, t = 0}, ST = {(x, t) : x ∈ ∂D, 0 < t ≤ T}, VT = {(x, t) : x ∈ D, 0 < t ≤ T}.

Дәлелдеу

Жалпы жағдайды шектемей-ақ, sup
VT

u > 0 деп аламыз, өйткенi егер u(x, t) берiлген теңсiздiктердi

қанағаттандырса, онда u(x, t) + const функциясы да сол теңсiздiктердi қанағаттандырады.

λ > 0 болсын — кез келген оң сан. w(x, t) = u(x, t)e−λt функциясын қарастырайық. Ол VT -де келесi

теңдеудi қанағаттандырады:

Lλw(x, t) = wt(x, t)− a2∆xw(x, t) + λw(x, t) ≤ 0.

Сондықтан, Лемма 1 бойынша келесi теңсiздiк орындалады:

e−λtu(x, t) ≤ sup
(ξ,τ)∈D0∪ST

e−λτu(ξ, τ), (x, t) ∈ VT .

λ → +0 кезiнде шекке өтсек, аламыз:

u(x, t) ≤ sup
(ξ,τ)∈D0∪ST

u(ξ, τ), (x, t) ∈ VT .

Осылайша теорема дәлелдендi. □

Лемма 1

w(x, t) функциясы C2,1
x,t (VT ) класына жатсын және VT -де келесi теңсiздiктi қанағаттандырсын:

Lλw(x, t) = wt(x, t)− a2∆xw(x, t) + λw(x, t) ≤ 0,

мұндағы λ > 0. Егер sup
VT

w(x, t) > 0 болса, онда кез келген (x, t) ∈ VT үшiн келесi теңсiздiк орындалады:

w(x, t) ≤ sup
D0∪ST

w(x, t).
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Лемма 1-дiң дәлелдемесi

Алдымен w(x, t) функциясы VT -де үздiксiз екенiн байқаймыз. Сондықтан оның

sup
VT

w

мәнi шектi және кем дегенде бiр нүктеде жетедi. Бұл мән VT -нiң iшкi нүктесiнде жетпейтiнiн бiлдiредi.

Яғни, егер

w(x0, t0) = sup
VT

w,

болса, онда максимум үшiн қажеттi шарттар орындалады:

wt(x0, t0) = 0, ∆xw(x0, t0) ≤ 0.

Бұларды теңсiздiкке қойсақ:

wt(x0, t0)− a2∆xw(x0, t0) + λw(x0, t0) < 0,

немесе

λw(x0, t0) < 0,

яғни w(x0, t0) > 0 деген жорамалға қайшы. Сондықтан VT -де мұндай нүкте болмайды. Дәлелдендi. □

Теорема 2

u(x, t) ∈ C2,1
x,t (Rn × (0;T ]) және

ut(x, t)− a2∆xu(x, t) = 0,

болсын. Онда максимум принципi орындалады:

inf
x∈Rn

u(x, 0) ≤ u(x, t) ≤ sup
x∈Rn

u(x, 0), (x, t) ∈ Rn × (0;T ].

Дәлелдеу

Теңсiздiктiң оң бөлiгiн ғана дәлелдеймiз. Негiзгi идея — дәлелдеудi шектеулi облысқа келтiру және

барьерлiк функция пайдалану.

Кез келген λ > 0 үшiн

wε(x, t) = e−λt
[
u(x, t)− ε(|x|2 + 2na2t)

]
,
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функциясын қарастырайық, мұндағы ε > 0. Тексерейiк:

Lλwε = wε,t − a2∆xwε + λwε ≤ 0.

Шынында да:

Lλwε(x, t) = −e−λtελ(|x|2 + 2na2t) ≤ 0.

DR = {x ∈ Rn : |x| < R} болсын. Лемма 1 бойынша:

wε(x, t) ≤ max

(
sup

|x|=R, t∈[0,T ]

wε, sup
x∈DR

wε(x, 0)

)
< C.

Демек,

u(x, t)e−λt − ε(|x|2 + 2na2t) < C, (x, t) ∈ Rn × (0;T ].

R → ∞, содан кейiн ε → 0, λ → 0 өтулерiнен кейiн аламыз:

u(x, t) ≤ sup
x∈Rn

u(x, 0).

Теорема дәлелдендi. □

Студенттерге қосымша әрi толыққанды мәлiметтер алу үшiн [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] әдебиеттер

ұсынылады.
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